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摘 要： 本文研究了基于声矢量传感器阵列的相干信号波达方向（ＤＯＡ）估计和跟踪问题．首先，根据中心对称
均匀线阵方向矩阵的平移不变特性，提出了一种增强阵列有效孔径的单快拍矢量平滑估计算法（ＰＶＦＳＩＡ），该算法可以
用于相干信号的ＤＯＡ快速估计．在此基础上，提出了基于迭代的相干信号 ＤＯＡ跟踪算法，该算法无需奇异值分解和
矩阵求逆运算，具有较快的跟踪速度．最后，对 ＰＶＦＳＩＡ算法进行了扰动分析，给出了 ＤＯＡ估计误差的理论方差表达
式．仿真实验验证了算法的有效性．
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１ 引言

声矢量传感器一般是由三个相同的，且正交放置的

声波质点速度传感器和一个声波压力传感器复合而成

的，作为一种新型的水声测量设备，它能空间共点、时间

同步测得声场中某点处的声压和质点振速矢量，充分利

用了声场振速所具备的矢量特性．此外，矢量传感器还
具备与频率无关的指向性以及抵消各向同性噪声的能

力，这些都是矢量传感器相对于标量传感器的优势，在

实际应用中非常有用．

基于声矢量传感器阵列采用子空间技术的 ＤＯＡ估
计算法已经被广泛研究［１，２］，它们适用于不相干信号．
但在实际环境中，由于多径传播等因素的影响，相干信

号是普遍存在的．为了利用子空间技术估计相干信号的
ＤＯＡ，首先需要用预处理方法来恢复信号协方差矩阵的
秩，使其大于或等于相干信号数［３］．空间平滑算法是最
早被提出的预处理方法，但它以牺牲阵列的有效孔径为

代价来恢复信号协方差矩阵的秩，从而导致阵列分辨率

和ＤＯＡ估计精度的下降．由于矢量传感器特殊的物理
结构，使其解相干处理算法的研究具有更大的灵活性，
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文献［４，５］基于矢量传感器阵列提出了一种矢量平滑算
法，其优点是阵列的空间孔径没有损失，但是该算法需

要二维角度搜索，运算量较大，且采用的是多次采样数

据，需要很大的数据存储空间．而文献［６］提出了一种
改进的空间平滑算法，此算法的优点是提高了阵列有

效孔径，且仅利用单快拍接收数据．本文提出了一种基
于声矢量传感器阵列的单快拍矢量平滑估计算法，此

算法不仅增加了整个阵列的空间孔径，而且可以缩短

ＤＯＡ估计时间．进一步本文从特征向量、特征值和方向
余弦这三个方面对单快拍矢量平滑估计算法进行了扰

动分析，给出了估计误差的方差表达式，为从理论上评

价算法的性能提供了依据．
在实际应用中，目标信号源通常是移动的，需要对

其ＤＯＡ进行准确的跟踪估计．为了解决 ＤＯＡ跟踪问
题，近年来，子空间跟踪技术［７，８］得到了广泛的研究．这
些算法利用当前时刻接收到的数据对先前估计的子空

间进行更新，具有较小的运算量．但这些算法不适用于
相干信号的场合．针对这个问题，文献［９］将最大似然
子空间估计（ＭＡＬＡＳＥ，ＭａｘｉｍｕｍＬｉｋｅｌｉｈｏｏｄＡｄａｐｔｉｖｅＳｕｂ
ｓｐａｃｅＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ）［１０］算法与ＭＵＳＩＣ（ＭｕｌｔｉｐｌｅＳｉｇｎａｌＣｌａｓｓｉｆｉ
ｃａｔｉｏｎ）算法［１１］相结合，得到了自适应 ＭＵＳＩＣ算法，并成
功地应用于声矢量传感器均匀直线阵的目标方位估计

中．但该算法需要做角度搜索，运算量较大，跟踪精度
不够高．本文将单快拍矢量平滑估计算法应用于目标
跟踪场合，给出相干信号ＤＯＡ批处理跟踪算法．考虑到
单快拍矢量平滑估计算法中包含奇异值分解和矩阵求

逆运算，计算量大，故进一步对批处理跟踪算法做了改

进，提出了基于幂方法［１２］的迭代跟踪算法，其优点是在

保持较高跟踪精度的同时，缩短了估计时间，使算法的

实时性更强．

２ 阵列模型

声矢量传感器的四个组成单元被安装在同一个点

上，其中三个质点速度传感器分别测量沿着三个坐标

方向的声波质点速度，压力传感器测量声波压力．矢量
传感器响应的归一化表达式为［１］

ｈ（θ，）＝

ｕ（θ，）
ｖ（θ，）
ｗ（θ）











１

＝

ｓｉｎθｃｏｓ
ｓｉｎθｓｉｎ
ｃｏｓθ











１

（１）

其中，θ∈（－π／２，π／２］（从 Ｚ轴测量）表示俯仰角，∈
［０，２π）表示方位角．

假定一个中心对称的均匀线性阵列含有 Ｌ个矢量
传感器，则第 ｌ个阵元的空间相移因子为

ｑｌ（θ，）＝ｅｊ
２π（ｌ－１）Δ
λ

ｕ＝ｅｊ（ｌ－１）μ，ｌ＝１，…，Ｌ （２）

其中，λ是信号的波长，Δ表示两个相邻阵元的间距，ｕ

＝ｓｉｎθｃｏｓ表示信号的方向余弦，μ＝
２πΔ
λ
ｕ表示相邻

阵元间接收信号的相位延迟．
考虑 Ｋ个远场的窄带平面波信号从不同方向入射

到此阵列．在 ｔ时刻，整个阵列的４Ｌ×１维输出矢量为：

ｚ（ｔ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ａ（θｋ，ｋ）ｓｋ（ｔ）＋ｎ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ）

（３）
式中，ａ（θｋ，ｋ）＝ｈ（θｋ，ｋ）ｑ（θｋ，ｋ）是４Ｌ×１维的导
向矢量，“”表示Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积，ｑ（θｋ，ｋ）＝［ｑ１（θｋ，ｋ）
…ｑＬ（θｋ，ｋ）］Ｔ，这里，“（·）Ｔ”表示矩阵的转置运算．

ｓｋ（ｔ）＝ ｐ槡 ｋσｋ（ｔ）ｅｊ（２π
ｃ
λ
ｔ＋φｋ）表示第 ｋ个信号的复包络，

ｐｋ表示第ｋ个信号的功率，σｋ（ｔ）是零均值单位方差的
复随机过程，ｃ表示波的传播速度，φｋ是第ｋ个信号的
在［０，２π）之间均匀分布随机相位．Ａ＝［ａ（θ１，１）…
ａ（θＫ，Ｋ）］为阵列的４Ｌ×Ｋ维方向矩阵，ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ）
…ｓＫ（ｔ）］Ｔ为信号的 Ｋ×１维矢量，ｎ（ｔ）＝［ｎ１（ｔ）…
ｎ４Ｌ（ｔ）］Ｔ为阵列的４Ｌ×１维加性白噪声矢量．

３ 单快拍矢量平滑估计算法

阵列的４Ｌ×Ｋ维方向矩阵Ａ可以划分为４个 Ｌ×
Ｋ维的子阵，即：

Ａｊ＝ＪｊＡ，ｊ＝１，…，４ （４）
其中，Ｊｊ是一个Ｌ×４Ｌ维的选择矩阵：

Ｊｊ＝ ＯＬ，Ｌ×（ｊ－１）ＩＬＯＬ，Ｌ×（４－ｊ[ ]） ，ｊ＝１，…，４（５）
ＯＭ，Ｎ表示一个Ｍ×Ｎ的零矩阵，ＩＭ表示一个Ｍ×Ｍ的
单位阵．Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４块子阵的相互关系为：

Ａｊ＝Ａ４Φｊ，ｊ＝１，…，４ （６）
其中， Ａ４＝ ｑ（θ１，１），…，ｑ（θＫ，Ｋ[ ]） （７）

Φ[ ]ｊｋ，ｋ＝

ｕ（θｋ，ｋ）， ｊ＝１
ｖ（θｋ，ｋ）， ｊ＝２
ｗ（θｋ）， ｊ＝３
１， ｊ










＝４

（８）

这里，Φｊ是对角元素为｛［Φｊ］ｋ，ｋ，ｋ＝１，…，Ｋ｝的对角矩
阵，且Φｊ与阵元空间位置｛（ｘｌ，ｙｌ，ｚｌ），ｌ＝１，…，Ｌ｝无
关．定义接收数据矩阵

Ｚｓｓ＝ Ｊ１ｚ Ｊ２ｚ Ｊ３ｚ Ｊ４[ ]ｚ∈ＣＬ×４ （９）
为了书写方便，这里省略了符号“（ｔ）”．将式（３）、（４）和
（６）代入上式可得
Ｚｓｓ＝［Ｊ１ｚ，Ｊ２ｚ，Ｊ３ｚ，Ｊ４ｚ］

＝Ａ４［ΛＶｅｃ（Φ１），ΛＶｅｃ（Φ２），ΛＶｅｃ（Φ３），ΛＶｅｃ
（Φ４）］＋Ｎｓ
＝Ａ４ΛＢ＋Ｎｓ （１０）
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其中，

Λ＝

ｓ１ ０
ｓ２


０ ｓ











Ｋ

，Ｂ＝

ｕ（θ１，１）ｖ（θ１，１）ｗ（θ１）１
ｕ（θ２，２）ｖ（θ２，２）ｗ（θ２）１
   

ｕ（θＫ，Ｋ）ｖ（θＫ，Ｋ）ｗ（θＫ）











１

，

Ｎｓ＝［Ｊ１ｎ，Ｊ２ｎ，Ｊ３ｎ，Ｊ４ｎ］，Ｖｅｃ（·）为矩阵的向量化算子．
由于等距均匀线阵是中心对称阵列，因此阵列方

向矩阵 Ａ４满足下式：

ΠＬＡ４ ＝Ａ４Λ１，Λ１＝Φ－（Ｌ－１） （１１）
其中，ΠＬ为Ｌ×Ｌ维的置换矩阵，其反对角元素均为１，
其他为 ０，式中的阵列流型以第一个阵元为参考点，
（·）表示复共轭运算，Φ＝ｄｉａｇ［ｅｊμ１ｅｊμ２，…，ｅｊμＫ］．所以

ΠＬＺｓｓ＝ΠＬＡ４ΛＢ＋ΠＬＮｓ＝Ａ４Λ１ΛＢ＋ΠＬＮｓ
（１２）

由于 Ｂ是实数矩阵，所以 Ｂ ＝Ｂ．构造一个增广矩阵
Ｚａｕｇ

Ｚａｕｇ＝
Ｚｓｓ
ΠＬＺ

[ ]
ｓｓ
＝

Ａ４Λ
Ａ４Λ１Λ

[ ] Ｂ＋
Ｎｓ

ΠＬＮ
[ ]

ｓ

＝ＡａｕｇＢ＋Ｎａｕｇ （１３）
这里，Ａａｕｇ∈Ｃ２Ｌ×Ｋ是中心对称阵列的方向矩阵．换

句话说，我们构造了一个虚拟增广阵列，其阵元个数是

构造前的两倍．增广阵列方向矩阵 Ａａｕｇ的行数是方向矩
阵 Ａ４行数的两倍，相当于增大了阵列的有效孔径，从
而提高了阵列的分辨率和 ＤＯＡ估计的精度．增广阵列
方向矩阵 Ａａｕｇ满足平移不变特性，即：

Ｊ（１）ａｕｇ·Ａａｕｇ·Φ＝Ｊ（２）ａｕｇ·Ａａｕｇ （１４）
其中：Ｊ（ｉ）ａｕｇ＝Ｉ２ Ｊｉ，ｉ＝１，２，Ｊ１＝ Ｉｌ ０ｌ[ ]×１ ，Ｊ２＝
０ｌ×１ Ｉ[ ]ｌ，ｌ＝Ｌ－１．
对矩阵 Ｚａｕｇ进行奇异值分解，其 Ｋ个最大奇异值

所对应的左奇异向量可构造成矩阵Ｕａｕｇ，根据信号子空
间原理可得，ＵａｕｇＴ＝Ａａｕｇ，Ｔ是一个非奇异矩阵，将其
代入式（１４）得到下式

Ｊ（１）ａｕｇ·Ｕａｕｇ·Ψ＝Ｊ（２）ａｕｇ·Ｕａｕｇ （１５）
其中，Ψ＝ＴΦＴ－１．通过最小二乘（ＬＳ）或总体最小二乘
（ＴＬＳ）方法，求出矩阵 Ψ，进而得到 μ{ }ｋ Ｋ

ｋ＝１＝ａｒｇ（ｅｉｇ
（Ψ））．

由上述分析可以看出，单快拍矢量平滑估计算法

与传统的空间平滑算法相比的一个显著特点是，根据

中心对称阵列的方向矩阵满足等式（１１），并由此出发最
终构造了一个虚拟增广阵列，此增广阵列的方向矩阵

Ａａｕｇ行数是构造前的２倍，使得阵列的有效孔径翻了一
倍，从而提高了阵列的分辨率和 ＤＯＡ估计的精度．另
外，此算法仅使用一次采样数据，因此实时性好，适用

于快变相干信号的ＤＯＡ跟踪．

４ 基于单快拍矢量平滑处理的跟踪算法

对相干信号进行动态跟踪时，若想得到很好的跟

踪效果，要求解相干预处理算法的计算量尽可能小．
４．１ 批处理跟踪算法

对于 Ｋ（Ｋ≤４）个远场窄带相干信号，考虑方向余
弦估计 ｕ^（ｔ）随时间 ｔ变化的跟踪情况．基于单快拍矢
量平滑的批处理跟踪算法步骤如下：

（１）从 ｔ时刻的测量数据ｚ（ｔ），构造接收数据矩阵：
Ｚｓｓ（ｔ）＝ Ｊ１ｚ（ｔ） Ｊ２ｚ（ｔ） Ｊ３ｚ（ｔ） Ｊ４ｚ（ｔ[ ]）

（２）构造时刻 ｔ的增广矩阵Ｚａｕｇ（ｔ）＝
Ｚｓｓ（ｔ）

ΠＬＺｓｓ（ｔ
[ ]

）

（３）对 Ｚａｕｇ（ｔ）进行奇异值分解，取其由 Ｋ个最大奇
异值对应的左奇异矩阵的 Ｋ列，构成矩阵 Ｕａｕｇ（ｔ）．

（４）令 Ｕ１（ｔ）＝Ｊ（１）ａｕｇ·Ｕａｕｇ（ｔ），Ｕ２（ｔ）＝Ｊ（２）ａｕｇ·Ｕａｕｇ（ｔ），
计算出最小二乘（ＬＳ）解：

Ψ^ＬＳ（ｔ）＝［ＵＨ１（ｔ）Ｕ１（ｔ）］－１ＵＨ１（ｔ）Ｕ２（ｔ）
（５）对Ψ（ｔ）进行特征值分解，求出其全部特征值，

取特征值的相位，即 μ^ｋ（ｔ{ }） Ｋ
ｋ＝１＝ａｒｇ（ｅｉｇ（^Ψ（ｔ））），从

而求出 ｔ时刻各个信号方向余弦的估计值．
循环计算以上五步，可以求出各个时刻的动态目

标方向余弦估计值，进而可以得到信号ＤＯＡ的估计值．
４．２ 基于迭代的跟踪算法

考虑到批处理算法中每次循环时都要进行计算量

较大的奇异值分解和求逆运算．为了增强算法实时性，
提出一种基于迭代的跟踪算法，从而避免了奇异值分

解和矩阵求逆运算．
因为批处理跟踪算法的第（２）步需要对 Ｚａｕｇ（ｔ）进

行奇异值分解，计算量较大．为了减小计算量，本文提
出了基于幂方法［１２］的增广矩阵 Ｚａｕｇ（ｔ）奇异值分解的
迭代算法，具体步骤如下：

（１）Ａ（ｔ）＝［Ｚａｕｇ（ｔ）ＺＨａｕｇ（ｔ）］／４
（２）珦Ｗ（ｔ）＝Ａ（ｔ）珡Ｗ（ｔ－１）
（３）珦Ｗ（ｔ） Ｑ（ｔ）Ｒ（ｔ）
（４）珡Ｗ（ｔ）＝Ｑ（ｔ）的前 Ｋ列
（５）Ｕａｕｇ（ｔ）＝珡Ｗ（ｔ）

初始化：珡Ｗ（０）＝［ｅ１ … ｅＫ］，式中 ｅｉ表示单位矢量，
除它的第 ｉ个元素为１外，其他都为０．

批处理跟踪算法的第（４）步需要做矩阵求逆运算．
本文采用正则方程组方法［１３］求解Ψ，避免了矩阵求逆

运算．
通过上述改进，基于迭代的跟踪算法步骤如下：

当 ｔ＝０时，初始化珡Ｗ（０）＝［ｅ１ … ｅＫ］．
当 ｔ＞０时，
（１）根据 ｔ时刻的测量数据 ｚ（ｔ），构造接收数据
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矩阵：

Ｚｓｓ（ｔ）＝ Ｊ１ｚ（ｔ） Ｊ２ｚ（ｔ） Ｊ３ｚ（ｔ） Ｊ４ｚ（ｔ[ ]）

（２）构造增广矩阵 Ｚａｕｇ（ｔ）＝
Ｚｓｓ（ｔ）

ΠＬＺｓｓ（ｔ
[ ]

）
；

（３）令 Ａ（ｔ）＝［Ｚａｕｇ（ｔ）ＺＨａｕｇ（ｔ）］／４，计算珦Ｗ（ｔ）＝
Ａ（ｔ）珡Ｗ（ｔ－１）；
（４）珦Ｗ（ｔ） Ｑ（ｔ）Ｒ（ｔ），然后取珡Ｗ（ｔ）＝Ｑ（ｔ）的前

Ｋ列，则 Ｕａｕｇ（ｔ）＝珡Ｗ（ｔ）；
（５）令 Ｕ１（ｔ）＝Ｊ（１）ａｕｇ·Ｕａｕｇ（ｔ），Ｕ２（ｔ）＝Ｊ（２）ａｕｇ·Ｕａｕｇ（ｔ）．

设 Ｕ２（ｔ）＝ ｂ１（ｔ） ｂ２（ｔ） … ｂＫ（ｔ[ ]），对于 ｉ＝１，
…，Ｋ，进行如下运算：

（ａ）Ｃ（ｔ）＝ＵＨ１（ｔ）Ｕ１（ｔ）
（ｂ）ｄ（ｔ）＝ＵＨ１（ｔ）ｂｉ（ｔ）

（ｃ）Ｃ（ｔ）＝
ｃｈｏｌ
Ｇ（ｔ）ＧＨ（ｔ）（符号“ｃｈｏｌ”表示矩阵的

ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解）
（ｄ）求解 Ｇ（ｔ）ｙ（ｔ）＝ｄ（ｔ）和 ＧＨ（ｔ）^ｘＬＳｉ（ｔ）＝ｙ（ｔ）
最终，求得 Ψ^ＬＳ（ｔ）＝［^ｘＬＳ１（ｔ）…ｘ^ＬＳＫ（ｔ）］．
（６）对 Ψ^ＬＳ（ｔ）进行特征值分解，求出其全部特征

值，取特征值的相位，即 μ^ｋ（ｔ{ }） Ｋ
ｋ＝１＝ａｒｇ（ｅｉｇ（^ΨＬＳ（ｔ））），

从而求出 ｔ时刻各个信号方向余弦的估计值．
循环以上六步，可以求出各个时刻的动态目标的

方向余弦估计值．
４．３ 计算量分析与比较

设ＭＤＮ表示复数乘和除的次数，现结合批处理
跟踪算法和迭代跟踪算法的主要区别，即奇异值分解

和最小二乘法来比较两种算法的计算量．由前面推导
过程可知，Ｚａｕｇ（ｔ）∈Ｃ２Ｌ×４，Ｕ１（ｔ），Ｕ２（ｔ）∈Ｃ２（Ｌ－１）×Ｋ，

Ψ（ｔ）∈ＣＫ×Ｋ，Ａ（ｔ）∈Ｃ２Ｌ×２Ｌ，珡Ｗ（ｔ），珦Ｗ（ｔ）∈Ｃ２Ｌ×Ｋ．在
批处理跟踪算法的每一次估计中，计算 Ｚａｕｇ（ｔ）的奇异
值分解需要η１＝２×（２Ｌ）

３＋（２Ｌ）２×４次 ＭＤＮ［１３］；计算
ＵＨ１（ｔ）Ｕ１（ｔ）需要 Ｋ×２（Ｌ－１）Ｋ次 ＭＤＮ，计算

ＵＨ１（ｔ）Ｕ１（ｔ( )） －１ 需 要
２
３ Ｋ３ 次 ＭＤＮ，计 算

ＵＨ１（ｔ）Ｕ１（ｔ( )） －１ＵＨ１（ｔ）需要 ２Ｋ２（Ｌ－１）次 ＭＤＮ，计算

ＵＨ１（ｔ）Ｕ１（ｔ( )） －１ＵＨ１（ｔ）Ｕ２（ｔ）需２Ｋ２（Ｌ－１）次ＭＤＮ，因

此求解Ψ（ｔ）共需要η２＝６Ｋ
２（Ｌ－１）＋２３Ｋ

３次ＭＤＮ．故

在批处理算法中（３）和（４）步所需的ＭＤＮ次数近似为

η＝η１＋η２＝１６Ｌ
３＋１６Ｌ２＋６Ｋ２（Ｌ－１）＋２３Ｋ

３（１６）

同理分析，可计算出基于迭代的跟踪算法中（３）、
（４）和（５）步所需的ＭＤＮ次数大致为

珔η＝珔η１＋珔η２＝１２Ｌ
２Ｋ＋１６Ｌ２＋Ｋ

４

３＋Ｋ
３（２Ｌ－５３）－２ＬＫ

２

（１７）

考虑约束 Ｋ≤Ｌ，并根据式（１６）和式（１７），表１和表
２分别给出了在 Ｋ≤４情况下，批处理跟踪算法和迭代
跟踪算法的ＭＤＮ随 Ｌ和Ｋ的变化情况．

表１ 批处理跟踪算法

Ｋ
Ｌ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

１ ３３ １９９ ５８９ １２９９２４２５４０６３６３０９９２５９１３００９１７６５５
２ ２２１ ６２９ １３５７２５０１４１５７６４２１９３８９１３１５７１７８２１
３ ７０２ １４６０２６３４４３２０６６１４９６１２１３４１０１８１０４
４ １６１１２８２７４５５５６８９１９９３１１３７７１１８５０７

表２ 迭代跟踪算法

Ｋ
Ｌ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

１ ２７ １０９ ２５０ ４４６ ６９８ １００６１３７１１７９０ ２２６７ ２７９８
２ １６８ ３７６ ６６４ １０３２１４８０２００８２６１６ ３３０４ ４０７２
３ ５５８ ９５８ １４６２２０７０２７８２３５９８ ４５１８ ５５４２
４ １３８６２０５９２８５８３７８６４８４３ ６０２７ ７３３９

由表１和表２可见，迭代跟踪算法的运算量要低于
批处理跟踪方法，尤其是当阵元个数 Ｌ增加时，迭代跟
踪算法的优势更加明显．

５ 单快拍矢量平滑估计算法的扰动分析

本节将从特征向量、特征值和方向余弦三个方面

进行扰动分析，给出了估计误差的方差表达式，从而为

从理论上评价算法的性能提供了依据．
５．１ 特征向量的扰动分析

设 Ｙａｕｇ＝Ｚａｕｇ－Ｎａｕｇ为无噪数据，则单快拍矢量平
滑估计算法的样本协方差矩阵为

珚Ｒｚｚ＝ＺａｕｇＺＨａｕｇ （１８）
下面对样本协方差矩阵珚Ｒｚｚ的特征向量进行扰动

分析．定义扰动矩阵 Ｖ＝珚Ｒｚｚ－Ｒｚｚ，其中 Ｒｚｚ＝Ｅ｛珚Ｒｚｚ｝．由
定义可知，扰动矩阵 Ｖ是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，且 Ｅ｛Ｖ｝＝０．
设 Ｒｚｚ＝ＵｓΣ２ｓＵＨｓ＋ＵｎΣ２ｎＵＨｎ，ｕυ为Ｒｚｚ的第υ个特征向量，

σ
２
υ
为Ｒｚｚ的第υ个特征值，Δｕυ表示因Ｖ的影响使ｕυ产

生的扰动量．假设 Ｒｚｚ的特征值互异，则由文献［１４］可
得，Δｕυ与Δｕω（υ，ω≤Ｋ，Ｋ为信号个数）的互相关矩阵
的一阶近似表达式为

Ｅ｛ΔｕυΔｕ
Ｈ
ω
｝＝∑

２Ｌ

ｊ＝１，ｊ≠υ
∑
２Ｌ

ｉ＝１，ｉ≠ω

Ｅ｛ｕＨｊ珚Ｒｚｚｕυｕ
Ｈ
ω
珚Ｒｚｚｕｉ｝

（σ
２
υ－σ

２
ｊ）（σ

２
ω－σ

２
ｉ）
ｕｊｕＨｉ

（１９）

设 ｚｋ为Ｚａｕｇ的第 ｋ列，则珚Ｒｚｚ＝
１
４∑

４

ｋ＝１
ｚｋｚＨｋ，根据文

献［５］可知，式（１９）中的分子项可以表述为

∑
４

ｋ，ｎ＝１
Ｅ｛ｕＨｊｚｋｚＨｋｕυｕ

Ｈ
ωｚｎｚ

Ｈ
ｎｕｉ｝＝∑

４

ｋ，ｎ＝１
ｕＨｊｙｋｙＨｎｕｉＥ｛ｕＨωｗｎｗ

Ｈ
ｋｕυ｝

＋∑
４

ｋ，ｎ＝１
Ｅ｛ｕＨｊｗｋｗＨｎｕｉ｝ｕＨωｙｎｙ

Ｈ
ｋｕυ
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＋∑
４

ｋ，ｎ＝１
Ｅ｛ｕＨｊｗｋｗＨｎｕｉ｝Ｅ｛ｕＨωｗｎｗ

Ｈ
ｋｕυ｝ （２０）

其中，ｚｋ＝ｙｋ＋ｗｋ．首先，我们将注意力集中到
（ｕＨｊｙｋｙＨｎｕｉ）项上来．对于 ｋ，ｎ∈［１，４］，设 ｙｋ，ｙｎ分别为
Ｙａｕｇ的第 ｋ列和第ｎ列，则

ｙｋ＝
Ａ４Φｋｓ

ΠＬＡ４（Φｋｓ）
[ ] ，ｙｎ＝ Ａ４Φｎｓ

ΠＬＡ４（Φｎｓ）
[ ] （２１）

其次，我们考虑Ｅ｛ｕＨωｗｎｗ
Ｈ
ｋｕυ｝．

Ｅ｛ｕＨωｗｎｗ
Ｈ
ｋｕυ｝＝

σ
２
ｎｕＨωｕυ， ｋ＝ｎ
０{ ， 其它

（２２）

其中，σ
２
ｎ为噪声的方差．将式（２１）和（２２）代入式（２０）中

的第１项（设为 ｔ１）可得

ｔ１＝σ２ｎ∑
４

ｋ＝１
ｕＨｊ

·
Ａ４Φｋｓ（Ａ４Φｋｓ）Ｈ Ａ４Φｋｓ（ΠＬＡ４（Φｋｓ））Ｈ

ΠＬＡ４（Φｋｓ）（Ａ４Φｋｓ）Ｈ ΠＬＡ４（Φｋｓ）（ΠＬＡ４（Φｋｓ））
[ ]Ｈ
·ｕｉｕＨωｕυ
＝４σ２ｎｕＨωｕυｕ

Ｈ
ｊＡａｕｇＡＨａｕｇｕｉ （２３）

设 Ｕａｕｇ为 Ｕ的前Ｋ列，则存在一个可逆矩阵 Ｔ，使
得 Ｕａｕｇ＝ＡａｕｇＴ－１．因而，

ｕＨｊＡａｕｇＡＨａｕｇｕｉ＝ｕＨｊＵａｕｇＴＨＵＨａｕｇｕｉ＝
珋σ２ｊｑＨｊｔｉ， ｉ，ｊ≤Ｋ
０， ｉ，ｊ＞{ Ｋ

（２４）
其中，珋σ２ｊ为第ｊ个无噪特征值，ｑｊ为矩阵Ｑ＝Ｔ－１的第 ｊ
列，而 ｔｉ为矩阵ＴＨ的第 ｉ列．因此对于 ｉ，ｊ≤Ｋ，我们可
以得到

ｔ１＝４σ２ｎ珋σ２ｊｕＨωｕυｑ
Ｈ
ｊｔｉ （２５）

类似的，式（２０）中的第２项和第３项可以分别写为
ｔ２＝４σ２ｎ珋σ２ωｕ

Ｈ
ｊｕｉｑＨωｔυ （２６）

ｔ３＝４σ４ｎｕＨｊｕｉｕＨωｕυ （２７）
综合以上三项，代入式（１９）中，同时考虑到 ｔ１只有

在 ｉ，ｊ≤Ｋ时才不为零，则

Ｅ｛ΔｕυΔｕ
Ｈ
ω
｝＝σ

２
ｎ
４∑

Ｋ

ｊ＝１，ｊ≠υ
∑
Ｋ

ｉ＝１，ｉ≠ω

珋σ２ｊ
（σ
２
ｖ－σ２ｊ）（σ２ω－σ

２
ｉ）
ｕＨωｕυｑ

Ｈ
ｊｔｉｕｊｕＨｉ

＋σ
２
ｎ
４∑

２Ｌ

ｊ＝１，ｊ≠υ
∑
２Ｌ

ｉ＝１，ｉ≠ω

珋σ２ω
（σ
２
ｖ－σ２ｊ）（σ２ω－σ

２
ｉ）
ｕＨωｕυｑ

Ｈ
ωｔυｕｊｕ

Ｈ
ｉ

＋σ
２
ｎ
４∑

２Ｌ

ｊ＝１，ｊ≠υ
∑
２Ｌ

ｉ＝１，ｉ≠ω

珋σ２ｎ
（σ
２
ｖ－σ２ｊ）（σ２ω－σ

２
ｉ）
ｕＨωｕυｕ

Ｈ
ωｕυｕｊｕ

Ｈ
ｉ

（２８）
５．２ 特征值的扰动分析

由信号子空间的原理可知，Ａａｕｇ和 Ｕａｕｇ张成相同的
子空间，故存在一个非奇异矩阵 Ｔ，使得 Ａａｕｇ＝ＵａｕｇＴ．
由式（１４）和（１５）可得

Ａｓ１Φ＝Ａｓ２ （２９）

Ｕ１Ψ＝Ｕ２ （３０）
其中，Ａｓ１＝Ｊ（１）ａｕｇＡａｕｇ，Ａｓ２＝Ｊ（２）ａｕｇＡａｕｇ，Ｕ１＝Ｊ（１）ａｕｇＵａｕｇ，Ｕ２＝
Ｊ（２）ａｕｇＵａｕｇ．则

Ψ＝Ｕ＋１Ｕ２＝ＴΦＴ－１ （３１）
这里（·）＋表示矩阵的伪逆运算．对Ψ 进行特征值分解
可得

Λ＝
λ１


λ









Ｋ
＝ＱΨＴ＝

ｑＨ１


ｑＨ










Ｋ

Ψ ｔ１ … ｔ[ ]Ｋ

（３２）
其中，Ｑ＝Ｔ－１，ｑｋ和ｔｋ（ｋ＝１，…，Ｋ）分别为Ψ 的左特
征向量和右特征向量．一般要求特征向量尽量是线性
独立，使得特征向量经微小扰动后仍能保持其线性独

立性．设Δλｋ，Δｑｋ，Δｔｋ和ΔΨ分别为噪声对λｋ，ｑｋ，ｔｋ和

Ψ引起的扰动，则在有噪声的情况下，

Δλｋ≈ｑＨｋΔΨｔｋ＋λｋ（ΔｑＨｋｔｋ＋ｑＨｋΔｔｋ） （３３）
只考虑一阶项，式（３３）中的第２项近似为零，于是

特征值误差的一阶近似值为

Δλｋ≈ｑＨｋΔΨｔｋ （３４）
设ΔＵ１和ΔＵ２分别为矩阵 Ｕ１和 Ｕ２上由噪声引

起的扰动，如果扰动足够小，仅考虑线性项，可得ΔΨ

的近似表达式为

ΔΨ≈Ｕ＋１（ΔＵ２－ΔＵ１Ψ） （３５）
通过这个关系式，结合Ψｔｋ＝λｋｔｋ，ΔＵ１＝Ｊ（１）ａｕｇΔＵａｕｇ，

ΔＵ２＝Ｊ（２）ａｕｇΔＵａｕｇ，并令 ｒＨ（λｋ）＝ｑＨｋＵ＋１（Ｊ（２）ａｕｇ－λｋＪ（１）ａｕｇ），则
特征值λｋ的误差为

Δλｋ≈ｒＨ（λｋ）ΔＵａｕｇｔｋ （３６）
且Δλｋ的均方值为

σ（λｋ）≈ｒＨ（λｋ）Ｅ｛ΔＵａｕｇｔｋｔＨｋΔＵＨａｕｇ｝ｒＨ（λｋ） （３７）
令 Ｕａｕｇ＝ ｕ１ … ｕ[ ]Ｋ ，ΔＵａｕｇ＝ Δｕ１ … Δｕ[ ]Ｋ ，则
上式可以写为

σ（λｋ）＝ｒＨ（λｋ）∑
Ｋ

ｉ＝１
∑
Ｋ

ｊ＝１
ｔｉｋｔＨｊｋＥ｛ΔｕｉΔｕＨｊ( )｝ｒ（λｋ）

（３８）
其中，ｔｉｋ为列向量ｔｋ的第ｉ个元素，且 ｔｉｋ与噪声无关．故
由式（１９）和式（２８）得

Ｅ｛ｕＨｊ珚Ｒｚｚｕυｕ
Ｈ
ω
珚Ｒｚｚｕｉ｝＝

１
４（σ

２
ｎ珋σ２ｊｕＨωｕυｑ

Ｈ
ｊｔｉ＋σ２ｎ珋σ２ωｕ

Ｈ
ｊｕｉｑＨωｔυ＋σ

４
ｎｕＨｊｕｉｕＨωｕυ）

（３９）

定 义 ζｉ，ｊ＝
ｄｅｆσ

２
ｉσ
２
ｊ－珋σ２ｉ珋σ２ｊ

（σ
２
ｉ－σ２ｊ）２

及 对 角 阵 Γｉ＝

ｄｉａｇ｛ζｉ，ｊ｝
ｉ－１
ｊ＝１

０
ｄｉａｇ｛ζｉ，ｊ｝

Ｋ
ｊ＝ｉ











＋１

（其第 ｉ行第ｉ列位

７３７２第 １２ 期 虞 飞：相干声波信号ＤＯＡ单快拍矢量平滑估计与跟踪算法



置上的元素为零），则式（３７）变为

σ（λｋ）＝ｒＨ（λｋ）

· ∑
Ｋ

ｉ＝１
ｔｉｋ ２

１
４ ＵａｕｇΓｉＵＨａｕｇ＋

σ
２
ｉσ
２
ｎ

（σ
２
ｉ－σ２ｎ）２

ＵｎＵＨ( )[ ]ｎ

·ｒ（λｋ）
（４０）

其中，Ｕａｕｇ的各列张成信号子空间，Ｕｎ的各列张成噪声
子空间．

前面已经定义了 Ａｓ１＝Ｊ（１）ａｕｇＡａｕｇ，Ａｓ２＝Ｊ（２）ａｕｇＡａｕｇ，令
ｗＨｋ为Ａ＋ｓ１的第 ｋ行，则 Ｕ＋１ ＝ＴＡ＋ｓ１，由此可得阵列的几
何参数为

ｒＨ（λｋ）＝ｑＨｋＴＡ＋ｓ１（Ｊ（２）ａｕｇ－λｋＪ（１）ａｕｇ）＝ｗＨｋ（Ｊ（２）ａｕｇ－λｋＪ（１）ａｕｇ）
（４１）

利用式（２９），可以将式（４０）进一步简化为

σ（λｋ）＝
σ
２
ｎ／ηｋ
４ ｒＨ（λｋ）ＵｎＵＨｎｒ（λｋ） （４２）

其中，
１
ηｋ
＝∑

Ｋ

ｉ＝１
ｔｉｋ ２

σ
２
ｉ

（σ
２
ｉ－σ２ｎ）２

．定义ρ（λｋ）＝ｒ
Ｈ（λｋ）·

ｒ（λｋ），因为信号子空间 Ｕａｕｇ与噪声子空间 Ｕｎ满足性
质：ＵａｕｇＵＨａｕｇ＋ＵｎＵＨｎ＝Ｉ２Ｌ，因而 ｒＨ（λｋ）ＵｎＵＨｎ＝ｒＨ（λｋ）·
（Ｉ２Ｌ－ＵａｕｇＵＨａｕｇ）＝ｒＨ（λｋ），令ＳＮＲｋ＝ηｋ／σ

２
ｎ，故式（４２）可

简化为

σ（λｋ）＝
１
４
１
ＳＮＲｋρ

（λｋ） （４３）

５．３ 方向余弦的扰动分析

根据文献［５］可求出相移估计误差的均方值为

σ（μｋ）＝Ｅ｛Δμｋ
２｝

＝１２
Ｅ｛Δλｋ ２｝
λ
２
ｋ

－Ｒｅ
Ｅ｛Δλｋ ２｝
λ
２[ ]( )
ｋ

（４４）

相应的，方向余弦估计误差的均方值为

σ（ｕｋ）＝
λσ（μｋ）

２πΔ

＝ λ
８πΔＳＮＲｋ

ρ（λｋ）

λ
２
ｋ

－Ｒｅρ
（λｋ）

λ
２[ ]( )
ｋ

（４５）

６ 仿真实验

考虑一个中心对称矢量传感器阵列由５个均匀排
列在 ｘ轴上的矢量传感器构成，相邻两个阵元的间距
取为波长的一半，即：Δ＝λ／２，则由式（２）可得第 ｋ个信

号的方向余弦估计为：^ｕｋ＝μ^
ｋ

π
．为了比较，假设一个中

心均匀线型标量传感器阵列由２０个压力传感器构成，
且相邻两个阵元间距为Δ＝２λ／１９．考虑窄带相干信号
个数 Ｋ＝２，加性噪声假设为零均值高斯白噪声，信噪比
ＳＮＲ定义为：ＳＮＲ＝１０ｌｇ（Ｐｓ／Ｐｎ），Ｐｓ和Ｐｎ分别为信号
和噪声的平均功率．

实验１ 单快拍矢量平滑估计算法的性能

（１）信噪比对估计的影响
假设两个等功率窄带相干信号，且它们的参数分

别为：俯仰角θ＝［５０° １５°］，方位角＝［７０° １１０°］，
相干系数 ｇ＝ｅｘｐ（ｊπ／６）．图１中给出了阵列对空间信号
单次采样条件下的方向余弦估计 ｕ^的均方根误差
（ＲＭＳＥ）随信噪比的变化曲线，并画出了相应的 ＣＲＢ曲
线．其 中，均方 根误 差 （ＲＭＳＥ）定 义 为：ＲＭＳＥ ＝

∑
Ｋ

ｋ＝１
（ｕｋ－ｕ^ｋ）槡 ２．图中，ＰＶＦＳＩＡ表示本文提出的单快拍

矢量平滑估计算法，ＳＣＡＬＡＲ表示基于标量传感器阵列
的空间平滑估计算法［６］，ＰＶＦＳＳ表示基于声矢量传感器
阵列的前向空间平滑算法，ＰＶＦＳＩＡＥｒｒｏｒ表示由式（４５）
得出的计算值．

从图 １中可以看出，对于单快拍矢量平滑估计算
法、基于标量传感器阵列的空间平滑估计算法以及基

于声矢量传感器阵列的前向空间平滑算法，随着信噪

比的增大，方向余弦估计 ｕ^的 ＲＭＳＥ都是逐渐减小的，
并且单快拍矢量平滑估计算法的 ＲＭＳＥ曲线位于空间
平滑估计算法的ＲＭＳＥ下方，这说明基于单快拍矢量平
滑估计算法的估计精度高于空间平滑估计算法的估计

精度，尤其在低信噪比（０～５ｄＢ）的情况下这种优势更
明显．在高信噪比时，单快拍矢量平滑估计算法的
ＲＭＳＥ与ＣＲＢ几乎重合，说明估计误差的方差接近于最
小值．

（２）相关系数对估计的影响
两个等功率窄带信号的参数与实验（１）相同，加性

噪声的信噪比取为ＳＮＲ＝２０ｄＢ．
图２中给出了阵列对空间信号单次采样条件下的

方向余弦估计 ｕ^的ＲＭＳＥ随相关系数ρ的变化情况．两
个相关信号 ｓ１（ｔ）与 ｓ２（ｔ）定义如下：ｓ２（ｔ）＝ρｓ１（ｔ）＋

１－｜ρ｜槡 ２ｓ２０（ｔ），∠ρ＝π／６，｜ρ｜≤１，ｓ１（ｔ）和 ｓ２０（ｔ）不
相关．从图２可以看出，随着相关系数ρ的增大，方向
余弦估计 ｕ^的 ＲＭＳＥ都逐渐变小，而且除了 ρ ＝０４
外，单快拍矢量平滑估计算法的估计性能要优于空间
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平滑估计算法．

实验２ 跟踪算法的性能比较

假设两个相干的窄带信号，其初始俯仰角为：θ＝
［４５° －６０°］，初始方位角为：＝［３０° ６０°］．信号移动

的角度变化律分别为：θ１＝４５°－ｔ×００５°，θ２＝－６０°＋ｔ
×００５°，１＝３０°－ｔ×００５°，２＝６０°＋ｔ×００５°．采样次
数（快拍数）为３００次．相干系数仍取 ｇ＝ｅｘｐ（ｊπ／６），信
噪比取为ＳＮＲ＝１５ｄＢ．基于批处理跟踪算法、基于迭代
的跟踪算法以及自适应ＭＵＳＩＣ跟踪算法［９］分别进行１０
次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真实验，方向余弦估计的平均值随快
拍数的变化曲线如图３所示．这里，对于自适应 ＭＵＳＩＣ
算法，信号移动前取３０个采样点进行初始化，迭代步长

μ１＝００８，μ２＝１００．
从图３的仿真结果可以看出，当信噪比一定时，三

种算法中，基于批处理跟踪算法和基于迭代的跟踪算

法的跟踪性能都很好，跟踪过程非常稳定，跟踪估计值

的精度都非常高；而自适应 ＭＵＳＩＣ跟踪算法的跟踪性
能稍差，估计值的波动较大，估计精度也没有前面两种

算法高．

７ 结论

本文提出了一种增强阵列有效孔径的单快拍矢量

平滑估计算法，对该算法进行了扰动分析，给出了 ＤＯＡ
估计误差的理论方差表达式，此算法可以用于相干信

号的 ＤＯＡ快速估计．进一步，为了减少计算量，本文提
出了基于迭代的相干信号 ＤＯＡ跟踪算法，此算法无需
奇异值分解和矩阵求逆运算，具有较快的跟踪速度．理
论分析和仿真结果表明：单快拍矢量平滑估计算法具

有较好的估计精度；基于迭代的跟踪算法的计算量小

于基于批处理跟踪算法；两种算法都有良好的跟踪精

度．此外，本文的单快拍平滑算矢量法虽然是基于声矢
量传感器阵列提出的，但只需要对传感器的空间响应

表达式和矩阵构造形式进行相应修改，算法对于雷达、

激光接收阵列也适用．事实上，雷达、激光接收阵列具
有极化敏感特性，极化信息的引入，并不仅仅带来了雷

达、激光接收阵列信号处理性能的提高，也增大了算法

推导的难度．因此，我们已在另一篇论文中对这个问题
进行了专门研究．
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